LABORATORUL NR. 3
1. SOLUTIONAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

1.1. Ecuatii diferentiale ordinare

b. Metoda explicita Euler

Una din cele mai simple metode de integrare numerica este metoda Euler.
Fie ecuatia diferentiald de ordinul I si conditia la limita:
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Neglijand termenii Tn AX? si superiori se ajunge la formula lui Euler :
Yiea = Vi + - (%, Yi) (4)

Deducerea acestei formule poate fi realizata si grafic. Consideram pe axa OX punctele Xy, Xo, ...
Xi, Xi+1, ..., luate la distante egale intre ele. Distanta dintre puncte se va nota cu 4x si se va numi pas de

integrare.

Din datele initiale ale problemei se observad ca pentru Xo se cunoaste valoarea functie, aceasta
fiind yo. Cunoscand ca in punctul x; valoarea functiei este Yi, ne propunem sa calculam valoarea functiei

in punctul Xi+1 (vrem sa calculam pe Yi+1).
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Figura 1. Deducerea formulei lui Euler



Considerand ca pasul 4x este foarte mic, putem aproxima curba AB cu un segment = vom avea
un triunghi dreptunghic AABC.
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SOLILEN Yier — Vi = A £(X, i)

Yie1 = Yi + A £(X, i)

Exemplul 1.

Sa se rezolve urmatoarea ecuatie diferentiala y' = X + 2y, stiind ca solutia initiala este y(0) =0,
iar X variaza 1n intervalul [0,1] cu pasul 4x=0,25.

Rezolvare:

Pentru a intelege principiul metodei Euler, rezolvarea se va face pas cu pas.

Din datele problemei rezulta ca: f(x,y) =X+ 2y siXo =0, iar yo =0.

Dupa identificarea datelor initiale se va folosi metoda Euler pentru a genera, din aproape in

aproape, valorile pentru X1, y1;X2, Y2;... pana la parcurgerea intregului interval pe axa x.

Formula generald a metodei Euler este  Yjiq = Vi +4X- (X, i) -
Pentru i =0 vom avea :
Xp =Xg +4x=0+0,25=0,25
y1 =Yg +4X- F(Xg,Yg)=Yo+4X-(Xg +2-yp)=0+0,25-(0+2-0)=0

Pentru i =1 vom avea :
Xo =X +4x=0,25+0,25=0,5
Yo =Y +AX- F(X,y¥1) =Y +AX- (X +2-y;) =0+0,25-(0,25+ 2-0) = 0,0625

Pentru i =2 vom avea :
X3 =X +AX=05+0,25=0,75
y3 =Yoo +AX- f(Xo,Y2) =Yyp +4AX-(Xo +2-y5) =0,0625+0,25-(0,5+2-0,0625) =
=0,21875

Pentru i =3 vom avea :
Xq4 =X3+4x=0,75+0,25=1

Yq=Y3+4X- f(X3,y3) =y3+4AX-(X3+2-y3) =
=0,21875+0,25-(0,75+2-0,21875) = 0,515625

Daca centralizam rezultatele obtinute intr-un tabel obtinem:
i Xi Vi

0,00 | 0,000000
0,25 | 0,000000
0,50 | 0,062500
0,75 | 0,218750
1,00 | 0,515625
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De fiecare data cand rezolvam o problema folosind o metoda numerica ne intrebam cat de corecta
este solutia obtinuta.

Pentru exemplul considerat, ecuatia care genereaza derivata noastra este:
y=0,25e*-0,5x-0,25

Daca calculam valoarea lui y, cu aceasta formula si pentru valorile lui x din metoda numerica,
vom obtine urmatoarele rezultate:

X y
0,00 | 0,000000
0,25 | 0,037180
0,50 | 0,179570
0,75 | 0,495422
1,00 | 1,097264

Reprezentand comparativ rezultatele din cele doud tabele obtinem figura 2 (linia continud
reprezinta solutia reald, iar punctele solutia numerica):
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Figura 2. Reprezentarea comparativa a solutie reale si a celei numerice pentru ecuatia din
exemplul 1, pas de integrare = 0,25

Din figura se observa ca solutia numerica este din ce in ce mai indepartata de cea reald pe masura
ce inaintam pe axa x. De aici, este evident ca rezultatul obtinut este incorect. Motivul pentru care
solutia numerica genereaza erori atat de mari este valoarea pasului de integrare. Cu cat pasul de
integrare este mai mic, cu atit valoarea numerica va fi mai apropiata de valoarea reala.

Pentru a demonstra influenta pasului de integrare asupra rezultatelor obtinute, in figura 3 este
reprezentatd solutia reald si noua solutie numerica pentru un pas de integrare egal cu 0,02.
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Figura 3. Reprezentarea comparativa a solutie reale si a celei numerice pentru ecuatia din
exemplul 1, pas de integrare = 0,02

Se observa ca acuratetea rezultatelor este mult mai ridicata.



Obs. Un pas de integrare mic inscamna foarte multe valori de calculat, respectiv impune
utilizarea unor limbaje de programare (Matlab).

Exemplul 2 : Sa se stabileasca un program care, pe baza ecuatiei diferentiale de ordinul I ce
descrie dinamica evolutiei nivelului (h(t)) intr-un rezervor cu scurgere liberd, sa determine evolutia
nivelului pentru o modificare sub forma de semnal treapta a debitului de alimentare.

Ecuatia diferentiala de ordinul I ce descrie dinamica evolutiei nivelului (h(t)) intr-un rezervor cu
scurgere liberd in cazul modificarii debitului de intrare este:

Te*h'(t) + h(t)=K*dq (7
Unde: dg — variatia debitului, Tt- constanta de timp, K — coeficientul de transfer.

dg=0,2 ; T=20 ; K=2 ; la t=0, h0=0,5, iar limita superioara in timp pana la care se urmareste evolutia lui
h este de 100 secunde. Pasul pe axa timpului se considera dt = 2.
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Figura 4. Rezervor hidraulic cu scurgere libera : evolutia nivelului ca urmare a modificarii debitului
sub forma de semnal treapta. Principiul metodei Euler.

In acest caz, y=h; x=t, iar expresia derivatei este :
f(x,y)=y (x) =f(h,t)=h'(t) = (K*dg-h)/T; 8)

Conditia initiala este h(t=0) = ho=0,5.
Daca se face pe axa t un pas de valoare dt, conform metodei Euler se poate calcula (aproxima)
valoarea lui h cu relatia:

hi+1 = hi + f (h;, ti) - dt 9)
unde : th=n -dt

Programul de mai jos, construit pe baza unui ciclu « while », retine valorile succesive ale
timpului si nivelului in vectorii hvect si tvect. Algoritmul de solutionare numerica este prezentat Tn figura

5.
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Figura 5. Ordinograma de solutionare prin metoda Euler a ecuatiei 2

%dinamica evolutiei nivelului intr-un rezervor cu scurgere libera - Metoda Euler
$valori initiale, pas, contor, timp final
h0=0.5;h=0;t=0;dt=2;n=1;tf=100;
%coeficientul de transfer, constanta de timp, valoare salt
K=2;Tt=20;dg=0.2;
while t<=tf

$derivata

hder= (dg*K-h) /Tt;

htot=h0+h;

hvect (n)=htot;

tvect (n)=t;

%$Euler:

h=h+hder*dt;

t=t+dt;

n=n+1;
end;
plot (tvect, hvect, 'r*');grid;
title('Evolutia nivelului intr-un rezervor cu scurgere libera');
xlabel ('timp t, [s]');
ylabel ('nivel h, [cm]');

In figura 6 sunt prezentate, comparativ, rezultatele obtinute prin utilizarea a doi pasi de integrare
diferiti( 2 si 10). Se pot constata erorile generate de un pas de integrare mare.
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Figura 6. Efectul pasului de integrare asupra preciziei metodei Euler.

a. Functii Matlab pentru integrarea numericd a ecuatiilor diferentiale

Functiile MATLAB pentru integrarea numericd a ecuatiilor diferentiale se bazeaza pe metoda
Runge — Kutta pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordinul I si a ecuatiilor de ordin superior prin
conversia lor in sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul I.

Functiile pentru integrarea numerica a ecuatiilor de ordinul I sunt:

0de23 — rezolva ecuatii diferentiale prin metoda Runge — Kutta de ordin 2/3;

0de45 — rezolva ecuatii diferentiale prin metoda Runge — Kutta de ordin 4/5;

Sintaxe:
[x,y]=0de23("yprim*,x0,xf,y0) sau [x,y]=0de23("'yprim’,tspan,yo)

[x,y]=0ded5("yprim*,x0,xf,y0) sau [x,y]=0ded5('yprim’,tspan,yo)

Unde: yprim — o variabila sir cu numele unui figier M care defineste derivata functiei necunoscute y;
X0 — valoarea initiald a variabilei x;
xf — valoarea finala a variabilei x;
tspan — vector linie care contine limitele intervalului pe care este definita variabila x;
y0 — un vector coloana continand conditiile initiale.

Utilizand functiile ode se poate obtine atat solutia numerica cat si cea analitica a ecuatiei diferentiale.

Exemplul 1:
Sa se integreze ecuatia diferentiala y' =3.x2 , pe intervalul [2,4] cu conditia initiald y(2) = 0,5.
Solutia analitica este ya=x3-7,5. Sa se reprezinte grafic comparativ solutia numerica si cea analitica.

Rezolvare:



Etapa 1: Se creeaza un fisier functie cu numele gl.m si se transcrie in limbaj Matlab expresia

matematica a functiei:
function dy=gl (x,Vy);
dy=3*x"2;

Etapa 2: Apelam functia gl.m cu secventa:
[x,y]=0de23('gl',2,4,0.5);
ya=x."3-7.5;
plot(x,y,"or’,x,ya,’-.b");grid;
title('Solutionare cu functia ode23'");
xlabel ('x");

ylabel ('y numeric si analitic')

varianta 2:
tspan=[2,4]1;y0=0.5;

[x,y]=0de23('gl', tspan,y0);
ya=x."3-7.5;
plot(x,vy, 'go:

A}

X, va,'rd-");grid;xlabel ('x");ylabel('y")

PROBLEME
1. Sa se integreze, folosind functia ode23, ecuatia diferentiala y'=—-0.1-y pe intervalul [0,5] cu

conditia initiald y(0) = 4. Solutia analiticd este ya =4- e 0 Sise reprezinte grafic comparativ solutia
numerica si cea analitica.

2. Si se integreze, folosind functia ode23, ecuatia diferentiald y =3y +e?* pe intervalul [0,2]

cu conditia initiald y(0) = 3. Solutia analitica este ya =4- e —e® Sise reprezinte grafic comparativ
solutia numerica si cea analitica.

3. Un sistem este descris de urmatoarea ecuatie diferentialda: 05€' (t)+e(t)=i(t). Sa se

stabileasca evolutia marimii de iesire, daca marimea de intrare i se modifica sub forma de semnal treapta
unitard pe intervalul de timp 0 — 4 minute, cu conditia initiala e(0) = 0.

PROBLEME
1. Reactorul de tip sarja (BATCH Reactor) — in acest reactor toti reactantii sunt introdusi in
momentul initial, iar cand reactia se incheie, reactorul este golit §i pregatit pentru o noud sarja.

Se considera un reactor tip sarja cu amestecare perfecta in care are loc reactia:
ki ko
A—>B—->C, k1, k2 - constante de viteza de reactie, [1/s];

Din bilantul de materiale pentru fiecare component rezulta urmatoarele ecuatii de variatie a
concentratiei componentgilor in timp:

dC,

A ko.C

dt 1 A

dCg

B _k,-Cp—k,-C
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Pentru o temperatura constanta in reactor, sa se calculeze variatia concentratiilor Ca, Cp, Cc n
timp stiind cd: Ca = 2 kmol/m3, ki = 10 I/h, k2 = 7,5 I/h, V; = 1 m?®, reactia dureaza o or, iar pasul de
integrare se considera dt = 0,001 h.

2. Reactorul tubular - curgere tip piston, regim stationar

Se considera un reactor tubular, curgere tip piston in care au loc reactiile:
Ky k,

A—>B—>C

Ecuatiile bilanfurilor de materiale pe componenti sunt:

dh  w
dCB _kl'CA_kZ'CB
dh w
dh w
B
unde : K=k e RET
kz:kzo'e_ﬁ

In relatiile de mai sus:

k1, ko = constantele de viteza de reactie, [1/s];

k1o = 2*10°; koo == 6*10°

E; = 30000; E2 = 35000 - energii de activare, [kJ/kmol];
R =8.314 [kJ/K/kmol];

Tk =Tc + 273, [K]

Valori numerice ale parametrilor modelului:
Ca = 2,5 [kmol/mq] - Concentratia initial;
Tc =25 [°C] + temperatura initiald;

F= 1 [m3/h] + debitul de fluid;

D = 0,02 [m] + diametrul reactorului;

h =0; hf = 2 [m] — lungimea reactorului;

dh = 0,01 — pasul,
F F . : .
W=—=————— [m/s] — viteza fluidului;
S D2
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Sa se reprezinte evolutia concentratiilor molare ale componentilor in lungimea reactorului
tubular.





